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Ecuatii irationale


Exercitii propuse:





I.





1.Sa se determine numerele natural n pentru care ecuatia


x+1+x+2+…+x+n=x+n+1


are solutie in R.


Solutie:


Pentru n=1 ecuatia nu are solutii.


Pentru n=2 ecuatia devine �x+1+x+2=x+3 si are solutia =-6+233 .


Pentru n?3, functia f:-1,+??R,fx=x+1+x+2+…+x+n--x+n+1=x+1+x+2+…+x+n-1-1x+n+x+n+1 este strict crescatoare.


f-1=1+2+…+n-2-1n+n+1>0 rezulta ca fx>0,?x?[-1,+?).


Deci ecuatia nu are solutii pentru n?3.





2.Fie a, b, c, d numere reale cu proprietatea {a, b}?{c, d}. Sa se arate ca ecuatia


                           x+a+ x+b= x+c+x+d 


are cel mult o solutie reala. 


(GM 11/2009)


Solutie:


Presupunem ca exista x1 < x2 solutii pentru ecuatia data. Notand ? =x1+a , â=x1+ b, ã=x1+c,  ä=x1+d si k=x2-x1>0, avem


á+â=ã+ä  (1) si k+á+ k+â=k+ã+ k+ä (2) , cu á,â?ã,ä. Presupunem á+â?ã+ä. 


Prin ridicarea la patrat a relatiei (1) obtinem +â+2áâ=ã+ä+2ãä , de unde rezultaá-â-ã-ä=2ãä-áâ. Notam p=ãä-áâ.


Prin ridicarea la patrat a relatiei (2) obtinem: 2k+á+â+2k+ák+â=2k+ã+ä+2k+ãk+ä=>p+k+ák+â=k+ãk+ä  ezulta                   i pentru ?p2+2pk+ák+â+k2+á+âk+áâ=k2+ã+äk+ãä=>p2+2pk++2pk+ák+â=pãä+áâ 3. 


Daca p=0, atunci á+â=ã+ä si áâ=ãä, deci á,â=ã,ä, fals.


Daca p>0, atunci din (3) rezulta  ãä-áâ+2k+k+ák+â=ãä+áâ??k+k+ák+â=áâ . Din k>0 rezulta k+k+ák+â>áâ , contradictie. Deci ecuatia nu poate avea doua solutii reale diferite.





3.Daca n?N\0,1, sa se arate ca ecuatia:


na+1+na+2=na+na+4


nu are solutii mai mari decat 3.


Solutie:


Din inegalitatea mediilor avem na+na+4>22na2+4a


Pentru a>3 avem 2na2+4a>n2a+32 .


Demonstram ca 2na+32>na+1+na+2 ,?a>2, care este echivalenta cu


na+32-na+1>na+2-na+32. Ultima relatie se demonstreaza amplificand fiecare membru al inegalitatii cu expresia conjugata.





4.Daca n?N , n?2 si x? R , x?2 , sa se arate ca :


                                        nx+4+n2x?n2x+2+nx+2 .


Cand are loc semnul egal?


(GM 11/2007)


Solutie: Fie a=x+2 , b=x+4, c=2x, d=2x+2 . Avem a+d=b+c , cu b,c ? a,d. Inegalitatea se scrie nb+nc?na+nd ?nb-na?nd-nc?b-ak=1nnbkan-1-k?b-ak=1nndkcn-1-k, inegalitate adevarata , tinand seama ca b-a=d-c , d?b si c?a.


Semnul egal are loc daca x+2=2x, adica daca x=2.





5.Fie a1,a2,a3,a4,a5 numere reale in progresie aritmetica. Rezolvati in R ecuatia:


a1x+a2+a2x+a3=a3x+a4+a4x+a5


Solutie:


a1x+1+r+a2x+1+r=a3x+1+r+a4x+1+r ?


(a1+a4=a2+a3) a1x+1+r+a4x+1+r-2a1x+1+ra4x+1+r=


=a3x+1+r+a2x+1+r-2a2x+1+ra3x+1+r .


Rezulta ca a1a4-a2a3x+1=0


a1a4-a2a3=0 ?a1=a4=a2=a3.


Ecuatia are solutie unica x= -1 daca r>0.


Ecuatia nu are solutii daca r<0.


Daca r=0 multimea solutiilor este R daca  a1=a4=a2=a3=0, [-1,+?) daca             a1=a4=a2=a3>0 si -?,-1] daca a1=a4=a2=a3<0.








II.





1.Sa se rezolve in R ecuatia :


                                                45x-35-3x=5x4+33x4+5 .


(GM  6/2007)


Solutie:


Din conditia 5x-35-3x?0 obtinem x?[35,53).


Functia :35,53?0,? , fx=45x-35-3x este o bijectie strict crescatoare avand inversa f-1:0,??[35,53) , f-1x=5x4+33x4+5.


Ecuatia data este asadar de forma : fx=f-1(x). Se stie ca daca f este strict crescatoare aceasta ecuatie este echivalenta cu fx=x, adica rezulta 45x-35-3x=x (1).


Dupa ridicare la puterea a 4-a ecuatia (1) devine 3x5-5x4+5x-3=0 echivalenta cu


x-133x2+4x+3=0. Aceasta ecuatie are o singura radacina reala x=1, care verifica si ecuatia initiala.





2.Rezolvati in R ecuatia x4+1=242x-1.


Solutie:


Functia f:12,??0,?, fx=42x-1  este strict crescatoare si inversabila , iar functia inversa este f-1:0,??12,?, f-1x=x4+12. In felul acesta, ecuatia din enunt se scrie echivalent  fx=f-1x si pentru ca f este strict crescatoaare rezulta ca fx=x , adica 42x-1=x.


Ridicand la puterea a 4-a obtinem 2x-1=x4 sau x-1x3+x2+x-1=0 (1)


Functia polinomiala g:12,??R, gx=x3+x2+x-1 este strict crescatoare si are semne contrare in punctele 12 si 1, prin urmare ecuatia g(x)=0 are o singura radacina reala x1?12,1. Daca utilizam formulele lui Cardano (x=y-a3=y-13 , y3+py+q=0 , y1=3-q2+q22+p33+3-q2-q22+p33 ) pentru rezolvarea ecuatiei de gradul 3 se gaseste :


x1=317+297+317+297-13  (2).


Tinand seama de (1), rezulta ca radacinile reale ale ecuatiei date sunt x1 si x2=1.











III.





1.Determinati a ? N* astfel incat sa aiba loc egalitatea:


                                                     [3a]2(3a+1)2=4a ,


 unde [m] este partea intreaga a numarului m ? R.


(GM 11/2007)


Solutie:


Fie n=3a? N*. Avem n3?a?(n+1)3 si ecuatia se scrie n2(n+1)24=a .


Rezulta n3?n2(n+1)24<(n+1)3.Prima inegalitate este evidenta, iar din a doua obtinem n2<4n+4, deci n?1,2,3,4 si a?{1,9,36,100}, care verifica ecuatia.





2.Sa se determine n?N* daca :


                                  n2+n+1+n2-n+1=[4n2+3] .


Solutie:


Notam n2+n+1+n2-n+1=S, 4n2+3=D.


Se verifica ca 2n<D<2n+1 , rezulta ca [D]=2n.


Folosind inegalitatea C.B.S pentru x=1,y=1,a=n2+n+1,b=n2-n+1rezulta ca                  S?2(2n2+2)=2n2+1<2n+1 , iar 2n?S se obtine prin ridicare la patrat. Rezulta ca [S]=[D] pentru orice n?N*.














IV.





1.Fie x,y?R, astfel incat are loc relatia: 


                             x+12+y2+x2+z+12=2  


Sa se arate ca x2+y2?12, 1.


Solutie:


Fie z=x+iy?C. Relatia din enunt se scrie z+1+z+i=2=1+i , deci punctul M(z) apartine segmentului AB, unde A(-1) si B(-i). Cerinta este echivalenta 12?OM?1, ceea ce este evident.





2.Determinati x,y ? R care verifica relatia


            x2+y2+4x-2y+5+x2+y2+4x-2y+5?25


(GM 12/2007)


Solutie:


Consideram in planul cartezian punctele A(-2,1), B(2,-1), M(x,y) si inegalitatea ceruta este echivalenta cu MA+ MB ?AB , care este verificata pentru ?x,y?R.








V.





1.Aflati toate numerele reale x care verifica ecuatia:


(3+k2)41-x2-1=(3+k2?x2002)4x2+2x3-2x4-x5 pentru orice k ?Z





Solutie:


x?-1,1.


Deoarece 41-x2-1?0=>(3+k2)41-x2-1?1 (1)


Dar  (3+k2?x2002)4x2+2x3-2x4-x5=(3+k2?x2002)2-x2(2+x)?x2


Avand in vedere ca x?-1,1,  rezulta ca 2-x2?1 si 2+x?1 deci                                   


2-x22+x?x2?x2.


Rezulta ca (3+k2?x2002)2-222+x?x2?3x2?1  (2)


Din (1) si (2) rezulta ca (3+k2)41-x2-1=(3+k2?x2002)4x2+2x3-2x4-x5=1 pentru orice k intreg. Deci x=0





2.Aflati x,y ?R stiind ca 


3-x+x-1=2+(x-y)2


Solutie:


3-x+x-1?2x?[1,3]?3-x+x-1+2x-1(3-x)?4?


?2x-1(3-x)?2 ? x-1(3-x)?1=x-1+3-x2.


2+(x-y)2?2 deci avem egalitatea numai pentru x=y=2.











VI.Exercitii propuse ca tema pentru elevi:





1.Sa se determine n ?N* astfel incat  x-1+x-2+…x-n<x , ?x?n.


Indicatie:


Notam membrul stang al inegalitatii date cu fx.


Pentru n=1, fx<x  este echivalenta cu x2-x+1>0


Pentru n=2, fx<x  , cu x?2 este echivalenta cu  x2(x-2)2+2x2+1>0.


Pentru n=3 avem f(4)<4 fals.


Pentru n?4 ar trebui sa fie f(n)<n , dar 1+2+3>4 si 4,5,…,n-1>1 de unde ar rezulta n>fn>4+n-4=n 


2.Sa se rezolve in R ecuatia:


3x2-2x+3-32x2-2x-5=33x2-5x+7-34x2-5x-1


Indicatie:


Cu notatiile :  3x2-2x+3=m, 34x2-5x-1=n,33x2-5x+7=p , 


32x2-2x-5=q avem :  n+m=p+qn3+m3=p3+q3 .


Daca m+n=p+q =0 => x1=1 ,x2=25 .


Daca m+n=p+q?0 =>mn=pq=> x2-2x+32x2-2x-5=3x2-5x+74x2-5x-1=> x1,2=±22 deci 


S=1,25,22,-22.


3.Sa se rezolve in R ecuatia 32x-6+x+10=1 . 


Indicatie:


x=-1 este solutia ecuatiei date. Deoarece functia este strict crescatoare , deci injectiva , ecuatia fx=1 are cel mult o solutie reala.


4.Sa se determine n?N* daca :


                                  n+n+3=[4n+6] .


Indicatie:


Analog solutia exercitiului III.2.


5.Sa se rezolve in R ecuatia :


x+72 =x+12 , unde [a] este partea intreaga a numarului a.


Indicatie:


x+12=k ?N 


k+3=k?k2?k+3<(k+1)2  


6.Fie a,b>0 cu a+b=1. Rezolvaþi in multimea numerelor reale nenegative ecuaþia:


                                         4x+1a6+4x+1b6=42 . 


Indicatie:


12=a+b2?ab 


42=4x+1a6+4x+1b6?28(x+1a6)(x+1b6)?281(ab)6?2846=42


x=0 , a=b=12 . 





