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  . Teorema lui O. Toeplitz 
 

 3.1. Teorema lui Toeplitz 
 

 În aceast  lec ie vom enun a i demonstra teorema lui O. Toeplitz, dup  
care vom da câteva consecin e importante ale ei i apoi aplica ii la calculul unor 
limite de iruri. 
 
Defini ia 3.1.1 Se nume te matrice infinit  sau ir dublu de numere reale o 
func ie Nf : X RN . Se noteaz  prin 1,)( knnka  , unde ),( knfank , 

Nkn, . O matrice infinit  se nume te matrice triunghiular  dac  0nka , 
Nkn, , nk , adic  este de forma 
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Teorema 3.1.1. Fie 1,knnka o matrice triunghiular  infint  de numere reale i 
un ir 1nnx  de numere reale. Dac  

(i) 0lim nkn
a , Nk ; 

(ii) exist  RM  astfel încât Ma
n

k
nk

1

, Nn ; 

(iii) exist  nn
xlim  i 0lim nn

x , 

 atunci irul 1nnu , definit prin 
n
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1
, Nn  are limit  i 

0limlim nnnn
xu . 

 
Demonstra ie . Din 0lim nn

x  rezult  c  0 , Nn , Nn  , 
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. Pentru Nn , nn  avem 
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axa
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nk

n

k
knk 211

, de unde , inând seama de (ii), ob inem 

(1) 
21

n

k
knkn xau , Nn  , nn . 

 Deoarece 0limlim
11

n

k
nknk

n

k
knkn

axxa , rezult  c  Nm , astfel încât 

(2) 
21

n

k
knk xa , Nn , mn . 

Din (1) i (2), Nn , ),max( mnn , avem c  nu , adic  0lim nn
u . 

 
Teorema 3.1.2.  (Toeplitz). Fie 1,knnka  o matrice triunghiular  infinit  de 
numere reale i 
 un ir 1nnx  de numere reale. Dac  

(i) 0lim nkn
a , Nk ; 

(ii) exist  RM  astfel încât Ma
n

k
nk

1

, Nn ; 

(iii) exist  
n
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a

1

lim  i 1lim
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(iv) exist  nn
xlim  i xxnn

lim , Rx , 

 atunci irul 1nnu , definit prin 
n

k
knkn xau

1

, Nn  are limit  i 

xxu nnnn
limlim . 

 

Demonstra ie. Avem c  
n

k
nk

n

k
nnkn axxxau

11

)( , Nn . Aplicând 

teorema 3.1.1. irului 1)( nn xx  i inând seama de condi ia (iii), rezult  
afirma ia din enun . 
 
Teorema 3.1.3. Fie 1,knnka  o matrice triunghiular  infinit  de numere reale 
pozitive i un ir 1)( nnx  de numere reale. Dac  

(i) 0lim nkn
a , Nk ; 
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(ii) exist  
n
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1
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(iii) exist  nn
xlim  i ,lim xxnn
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 atunci irul 1nnu , definit prin 
n

k
knkn xau

1
, Nn  are limit  i 

xxu nnnn
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Demonstra ie. Consider m cazul x . Fie 0 . Din nn

xlim  rezult  

c  exist  Nmm )(  (m depinde de ), astfel încât 
(3) 3nx , Nn , mn . 
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Nn , mn  avem c  mnmnn xaxaxa ...2211 , sau 
(4) mnmnn xaxaxa ...2211  , Nn , mn . 

 Deoarece 1lim
1

n

k
nkn
a , Nk , rezult  c  exist  Nm , astfel încât 

(5) 
3
2...21 nnnmnm aaa , Nn , mn . 

Fie ),,max(0 mmmm . Atunci pentru Nn , 0mn , inând seama de (3)-
(5), avem c  
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3
23 , ceea ce înseamn  c  nn

ulim . Similar se demonstreaz  

cazul când x . 
O alt  formulare a teoremei lui Toeplitz este dat  de teorema 3.1.4. 
Teorema 3.1.4. Fie 1,knnka  o matrice triunghiular  infinit  de numere reale 
pozitive i un ir 1)( nnx  de numere reale.Dac  

(i) 0lim nkn
a , Nk ; 

(ii) 
n

k
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1

1, Nn ; 

(iii) exist  nn
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 atunci irul 1nnu , definit prin 
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k
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1

, Nn  are limit  i 
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limlim . 

 
Demonstra ie. Demonstra ia este similar  cu demonstra iile din teoremele 3.1.1, 
3.1.2 i 3.1.3. 
 
Consecin a 3.1.1. Fie un ir 1nnx  de numere reale care are limit . Atunci 
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Demonstra ie. În teorema 3.1.4 se consider  matricea 
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Consecin a 3.1.2. Fie un ir 1)( nnx  de numere reale strict pozitive care are 
limit . Atunci 
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Demonstra ie. Se aplic  consecin a 3.1.1 irului 
1

1

nnx
. 

 
Consecin a 3.1.3. Fie un ir 1)( nnx  de numere reale strict pozitive care are 
limit . Atunci 
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n

nn
xxxx lim...lim 21 . 
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Demonstra ie. În inegalitatea mediilor 
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21

21

, Nn , inând seama de 

consecin a 3.1.1 i consecin a 3.1.2 se trece la limit . 
 
Consecin a 3.1.4. Fie un ir 1)( nnx  de numere reale strict pozitive. Dac  irul 

1
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 are limit , atunci irul 
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Demonstra ie. Fie irul 1nny  definit prin 11 xy , 
1n
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n x
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y , Nn , 2n . 

Atunci nn yyyx ...21 , Nn  i aplicând consecin a 3.1.3 avem 
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Teorema 3.1.5. (Stolz-Cesaro) Fie 1)( nna  i 1)( nnb  dou  iruri de numere 
reale cu propriet ile 

(i) irul 1)( nnb  este strict cresc tor, strict pozitiv i nem rginit ; 
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Demonstra ie. Fie irurile 1)( nna , 1)( nnb , definite prin 000 ba , 
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Matricea infinit  din membrul stâng satisface condi iile din teorema 3.1.2 sau 
teorema 3.1.3. 
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Probleme rezolvate 
 

 R3.2.1. Fie irul  nnx  cu xxnn
lim , Rx . S  se arate c  
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Solu ie. Se consider  knnka   
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 R3.2.3. Fie un ir  nnx  de numere reale care are limit . Atunci 
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Solu ie. Se consider  matricea 
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