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. Teorema lui O. Toeplitz

3.1. Teorema lui Toeplitz

In aceastd lectie vom enunta si demonstra teorema lui O. Toeplitz, dupa

care vom da cateva consecinte importante ale ei si apoi aplicatii la calculul unor
limite de siruri.

Definitia 3.1.1 Se numeste matrice infinita sau sir dublu de numere reale o
functie f: N"XN" — R. Se noteazi prin (a,, ), ., > unde a, = f(n,k),

n,k € N . O matrice infinitad se numeste matrice triunghiulard dacd a,, =0,

Vn,ke N°, k > n, adica este de forma

a, 0 0 .. 0 0
a,, a, 0 0 O
Clnl Can Cln3 Clnn ()

Teorema 3.1.1. Fie (a,, )n 1> 0 matrice triunghiulara infintd de numere reale i

un sir (x, )n21 de numere reale. Daca

(i) lima,, =0, Vke N”,;

n—
(i)  existd M eR,” astfel incat » |a, |<M, Vne N";
k=1

(1)  existd limx, 1 limx, =0,
n—>c0 n—>®©
n
atunci sirul (un )n>1 , definit prin u, = Zankxk , ne N are limita si
B k=1
limu, =limx, =0.

n—>o0 n—>w

Demonstratie . Din limx, =0 rezultdca Ve >0, dn_ e N, Vhe N ,

n—>0

n=n,_,avem ca

g
x,|<——.Pentru Vne N, n=n, avem
2M

n, N n, N
|un| < Zankxk + Zankxk < Zankxk + Z|ank|-|xk| <
k=1 k=1

k=n_+1 k=n_+1



n

Z @i

k=n_+1

£ A . :
YV de unde , tinand seama de (i1), obtinem

n,
< Z a, X, +
k=1

P

(1) ‘un‘ﬁ iankxk +§, VneN ,nzn
k=1

n, n,
Deoarece lim E a,x, = E X, (}imank): 0, rezultd ca Im_ € N, astfel incat
n—>90 —>00

k=1 k=1

(2) Zgankxk <§, VneN,n=2m,.
k=1

Din(1)s1(2), Vne N, n2max(n_,m,), avem ca ‘un‘ <¢&,adicd limu, =0.
Teorema 3.1.2. (Toeplitz). Fie (a,, )

numere reale si
un sir (x, )n>l de numere reale. Daca

(i) lima, =0, Vke N7;

n—>0

o matrice triunghiulara infinita de

n,k>1

(i)  existi M e R, astfel incat Y |a,|<M, Vne N";
k=1

n n
(111)  exista hmZank St hmZank =1;
k=1 " =

n—>0

(iv) existd limx, s1 limx, =x, xe R,

n—»c0 n—>0

atunci sirul (u,)

nxl?2

n

definit prin u, = Y a,.x,, ne N" are limit §i
k=1

limu, =limx, =x.

n—>0 n—>0

Demonstratie. Avem ¢ u, = Z a, (x, —x)+ xz a,,Vne N . Aplicand
pa k=1
teorema 3.1.1. sirului  (x, —x), ., s1 tindnd seama de conditia (ii1), rezulta

afirmatia din enunt.

Teorema 3.1.3. Fie (ank)

pozitive $i un sir (x,)

o matrice triunghiulard infinitd de numere reale

n,k>1

de numere reale. Daca

n=1

(i) lima, =0, Vke N7;

n—>

-2



(1) existd lim Z a, stlim Z a,

n—>0 n—»0

(iii)  existd hmxn si limx, =xe{- oo,+oo},

n—>0 n—>0

atunci sirul (u, ) _,, definit prin u, = > ayx,, ne N are limitd si
k=1
limu, =limx, =x.

n—> n—>o0

Demonstratie. Considerdm cazul x =400 . Fie £ > 0. Din limx, = +oo rezulta

ca exista m =m(g) € N (m depinde de ¢ ), astfel incat
(3) x, >3c,Vne N, nzm.

Deoarece lim(a, x, +a ,x, +..+a, x, ) Zxk (hma ) =0, exista m" e N,

n—>0 =1

VneN,nzm' avemcé‘an1x1+an2x2+ +a, x ‘<8,sau

nm- - m

4) —e<a,x, +a,x,+..+a,x <& ,VneN,nzm'.

Deoarece llmZa . =1,Vk e N, rezulta ca existda m" € N, astfel incat

(5) a, ., +a

nm+2 nn

2
+...+a Zg,‘v’neN, n>m"

Fie m, = max(m,m',m") . Atunci pentru Vn e N, n > m,, tinand seama de (3)-
(5), avem ca
u, =(a,x +a,x,+..+a,x,)+

nm--m

+(anm+1xl +a, X, +..ta, x ) >—£+ 3g(a

nn--n

+a,,.,t.ta, )

nm+1 nm+2

> —£+3¢ 3T €, ceea ce iInseamnd cd limu, = +oo. Similar se demonstreaza
n—»w

cazul cand x = -
O alta formulare a teoremei lui Toeplitz este data de teorema 3.1.4.
Teorema 3.1.4. Fie (a,,)

pozitive si un sir (x, )

> O matrice triunghiulara infinitd de numere reale

de numere reale.Daca

n=1

(i) lima,, =0, Vke N';

n—>w0

i) Da,=1,YneN";

k=1

(i11)  existd hmx si imx =xeR,

n—>0
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n
atunci sirul () _ , definit prin u, = > a,x,, ne N are limitd si

k=1

n>12

limu, =limx, =x.

n—»o0 n—>0

Demonstratie. Demonstratia este similard cu demonstratiile din teoremele 3.1.1,
3.1.2 51 3.1.3.

Consecinta 3.1.1. Fie un sir (x, )n21 de numere reale care are limitd. Atunci

.oX X, o+ X .
lim———2 ~ =limx, .

n—> n n—>0

Demonstratie. In teorema 3.1.4 se considera matricea

1 0 0 .. 00
Ly 00
2 2

1 1 1 1
. =0
n n n n

Consecinta 3.1.2. Fie un sir (x,), ., de numere reale strict pozitive care are

limita. Atunci

) n )
lim =limx .
n—wo | ] ] n—w
— .t
X, X, X

n

: . : o]
Demonstratie. Se aplicd consecinta 3.1.1 sirului | —
X

n ./ nxl

Consecinta 3.1.3. Fie un sir (x,), ., de numere reale strict pozitive care are

limita. Atunci

hmg/x1 "X, .. X, =llmx, .

n—»0 n—>®



Demonstratie. In inegalitatea mediilor

n X, +X, +ot+X
<alx;ox, c.x, S—2 .
1 1 1 \/ 1 2 n

—+— .+
X, X, X

, ne N, tinand seama de

n

n

consecinta 3.1.1 si consecinta 3.1.2 se trece la limita.

Consecinta 3.1.4. Fie un sir (x, ), ., de numere reale strict pozitive. Daca sirul

X e .. C e e s . X
(”—“] are limita, atunci sirul (,"/xn ) _, are limita g1 lim4/x, = lim =L
nz
nx1

xn n—>w n—>w xn
. .. . . X
Demonstratie. Fie sirul ( n)n21 definit prin y, =x,, y, =——,Vne N, n=2.

n—1

Atunci x, = y,-y,-...-y,, Yne N si aplicdnd consecinta 3.1.3 avem

X
. _ . _ . _ . n+1
limg/x, = hmﬁ/y1 Yy ey, =limy, =lim—~.
n—>w n—>w n—>®w n—>w xn

Teorema 3.1.5. (Stolz-Cesaro) Fie (a,), ., st (b,),., doud siruri de numere

reale cu proprietatile
(1) sirul (b,),,, este strict crescator, strict pozitiv $i nemarginit ;

. . ... a.,—a, .. a,. —a
(i)  existd im—1—" gj lim—2—*

n—»o h -b n—>0 an _bn -

IeR.

n+l n
. L ..oa, ... a,
Atunci existd lim— s1 im— =1.
)] n—o
n n

Demonstratie. Fie sirurile (Aa,),.,, (Ab,),.,, definite prin a, =b, =0,

Aa,=a,—a,,, Ab,=b,—b,_,, Vne N .Avem relatia

A 0 o0 LA (A
b Ab, b,
Ab Ab g g [ A% | %
b2 b2 B Ab 2 = 2
Ab,  Ab,  Ab o “NNaa | |a
b b b Ab | b




- Ab, Ag,
o b, ADb,

Matricea infinita din membrul stang satisface conditiile din teorema 3.1.2 sau
teorema 3.1.3.

- ZAak: VnEN
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Probleme rezolvate

R3.2.1. Fiesirul (x,) . cu limx, = x, x € R. Sa se arate ci

n>
n—>0

) X X X,
Iim + +...+ = X.

n—>0 n— n—

Solutie. Se considerd a,, = n,ke N, k<n.Deoarece lima, , = |,

vk n—>0
ke NT, ;ank = —— <, Vne N° ;111_1)101ozak _;111_1)1010( __n): :
sunt indeplinite conditiile din
, =X, de unde hmz - x.

n—)oo n—w0

R3.2.2. Daca limx, =x, x € R, atunci

n—>0

nx +(n—)x +..+ -x,_ + -x, Xx

lim =

n—>0 n

. C n—k+ .
Solutie. Se considera a,, = ( ), n,ke N , k<n.Deoarece
n
. . n(n +) .

11_{1;61%: ,keN,kZ_:ank— Zk_—s , Vne N,

n +n . . ey 1 :
hmZa , = lim————=, sunt indeplinite conditiile din teorema 3.1.2, deci
n—>co n—>w n

n—k+ .

hmz ( ) = x, de unde rezulta concluzia.

n—>x0 n

R3.2.3. Fie unsir (x,) . de numere reale care are limiti. Atunci

n=

hm—Zkak =limx .

n—>x0 n—>0

Solutie. Se considerda matricea



—C —C
—C —C —C
deci a, = —nC: , k € { , ,...,n}. Se aplica teorema 3.1.2 sau teorema 3.1.3.



